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DISQUES J-HOLOMORPHES CONTENUS DANS UNE
HYPERSURFACE
EMMANUEL MAZZILLI
Abstract. We study germs of J-Holomorphic curves contained in M , a real
analytic hypersurface of an symplectic manifold of dimension 4. We show,
under topological hypothesis on M , that if M is compact then M is of finite
type and so there is no germs of J-holomorphic curves on M(with J adapted
with the symplectic form). In C2 with the standard complex structure, this is
a classical result of Diederich-Fornaess.
1. Introduction et principaux re´sultats
Conside´rons, (R4, J) avec J une structure presque complexe re´elle analytique,
M = {ρ = 0} un germe d’hypersurface re´elle analytique en 0. Dans [1], nous avons
de´veloppe´ une the´orie du type re´gulier dans le cas non inte´grable; pour e´noncer
pre´cise´ment certains re´sultats, il faut rappeler quelques de´finitions et e´nonce´s de
[1] :
Definition 1.1. Soit M = {ρ = 0} un germe d’hypersurface lisse en 0; on dit
que 0 est de type fini s’il existe k ∈ N tel que : ∀γ disque J-holomorphe re´gulier
z → γ(z), 0→ 0, l’ordre d’annulation de ρoγ est infe´rieur a` k. S’il n’existe pas de
k ayant la proprie´te´ ci-dessus, on dit que 0 est un point de type infini.
Definition 1.2. Si 0 est de type fini, on appelle type de M en 0, le plus petit des
k ve´rifiant la de´finition 0-1 et l’on note δM (0).
On e´tablit dans [1], la proposition suivante:
Proposition 1.3. Si M ⊂ R4, alors z ∈ M → δM (z) est une fonction semi-
continue supe´rieurement.
Si 0 est de type infini, il semble raisonnable d’espe´rer trouver un germe de disque
J-holomorphe, γ, contenu dans M ; dans le cas d’une structure inte´grable, ceci est
vraie, voir par exemple [2], ou bien en remarquant qu’alors, la varie´te´ de Segre de
M en 0 a un ordre de contact infini avec M , (graˆce a` une application de l’ine´galite´
de Lojasciewicz) et donc ρ(0, z) ⊂M .
Quoiqu’il en soit, l’une et l’autre des me´thodes utilisent fortement l’inte´grabilite´
de la structure (par exemple, il n’y a pas l’equivalent des varie´te´s de Segre dans
le cadre preque complexe), et donc ne s’adaptent pas a` notre situation. Pour con-
tourner cette difficulte´, nous sommes amene´s a` utiliser une version ad hoc (voir[4]et
[5]) du the´ore`me de Cartan-Kahler, en remarquant que 0 de type infini entraˆıne la
“formelle inte´grabilite´” d’un certain syste`me diffe´rentiel (que l’on imagine aise´ment,
voir partie 3). On montre donc le the´ore`me et le corollaire suivants :
Theorem 1.4. Soit 0 ∈M ⊂ R4, un germe d’hypersurface re´elle analytique. Alors
si 0 est de type infini, il existe un disque γ contenu dans M , avec γ(0) = 0.
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Soit E l’ensemble suivant:
E := {X ∈M/ ∃γ, disque holomorphe non trivial ve´rifiant : γ(0) = X et γ ⊂M}.
Corollaire 1.5. Sous les hypothe`ses du re´sultat pre´ce´dent, E est ferme´ dans M .
Preuve du corollaire 0-5 :
Soit (an) une suite de points de E qui converge vers 0 ∈ M et (γn) la suite des
germes associe´s; si γn est singulier en an, alors il existe une suite de points (bk) de
γn qui converge vers an, telle que γn re´gulier en bk. D’apre`s la proposition 0-3, an
est donc un point de type re´gulier infini et par conse´quent le the´ore`me 0-4 entraˆıne
l’existence de βn ⊂ M passant par an et re´gulier. A nouveau, la proposition 0-3
assure que 0 est un point de type re´gulier infini, et le the´ore`me 0-4 qu’il existe
β ⊂M re´gulier passant par 0.
En fait, il n’est point ne´cessaire de s’assurer que les germes associe´s aux points
de E sont re´guliers; si M est une hypersurface dans R4, elle ne peut contenir de
germes de disques singuliers (mais pour obtenir ce re´sultat, il faut une e´tude plus
fine des disques J-holomorphes contenus dans une hypersurface de R4; voir section
4).
Definition 1.6. On dit qu’une hypersurface M dans une varie´te´ presque complexe
(V, J) est de type fini,s’il existe k tel que tout point de M est de type infe´rieur a` k.
D’apre`s la proposition 0-3, si M est compacte et n’est pas de type fini, alors il
existe p0 ∈M tel que p0 est de type infini.
Nous avons e´galement le re´sultat global suivant :
Theorem 1.7. Soit (V, ω) une varie´te´ symplectique re´elle analytique de dimension
4 avec ω exacte sur V . Alors si J est une structure presque complexe adapte´e a` ω,
toute hypersurface compacte M est soit feuillete´e, soit de type fini.
Corollaire 1.8. Sous les meˆmes hypothe`ses que le the´ore`me pre´cee`dent et si de
plus M ve´rifie l’une des deux assertions suivantes : π2(M) 6= 0 ou π1(M) est un
groupe fini, alors toute hypersurface compacte H est de type fini.
Preuve du corollaire 0-8 :
-Si π1(M) est un groupe fini, alors un the´ore`me d’Haefliger assure qu’il n’existe
pas sur M un feuilletage re´el analytique (voir [9], chapitre 6). -Si π2(M) 6= 0, alors
nous avons l’alternative suivante (car M est de dimension 3, voir [9], chapitre 7,
the´ore`me de Novikov) pour un feuilletage F de M : soit il admet une composante
de Reeb, ou bien toutes les feuilles sont compactes. Quoiqu’il en soit, il posse`de
donc au moins une feuille compacte ; maintenant, inte´grons la forme symplectique
sur cette feuille - ω et J e´tant adapte´es - d’un coˆte´, cette inte´grale est strictement
positive et de l’autre elle est nulle a` l’aide de la formule de Stokes (ω est exacte sur
M).
Pour le cas de C2, il est inutile de faire des hypothe`ses topologiques sur M pour
e´viter le cas feuillete´e : ceci repose sur un argument de A.Glutsyuk (voir [3] et la
section [5]). Nous avons donc le the´ore`me suivant :
Theorem 1.9. Soit (C2, ω0) avec ω0 la structure symplectique standard sur C
2.
Alors si J est une structure presque complexe adapte´e a` ω0, toute hypersurface
compacte est de type fini pour J .
DISQUES J-HOLOMORPHES CONTENUS DANS UNE HYPERSURFACE 3
Les the´ore`mes 0-7 et 0-9 reposent sur un re´sultat clef qui assure le prolongement
des germes de disques J-holomorphes contenus dans une hypersurface de R4 de´finie
au voisinage de 0, en une courbe J-holomorphe ferme´e dans ce voisinage (voir
the´ore`me 4-2 de la section 4).
Pour ω une structure symplectique donne´e, il existe toutjours des structures
presques complexes adapte´es. Par exemple, pour C2 muni de la structure symplec-
tique standard alors la multiplication par i est adapte´e, et nous retrouvons donc,
dans le cas de la dimension complexe 2, un re´sultat de Diederich-Fornaess ([8]).
Pour finir, citons un exemple d’application du the´ore`me 0-7 : le cotangent d’une
surface re´elle analytique que l’on munit de sa structure symplectique naturelle,
ve´rifie les hypothe`ses du the´ore`me.
Mentionnons quelques questions ouvertes : pour le corollaire 0-5, on peut imag-
iner appliquer un the´ore`me de compacite´ aux γn mais au pre´alable il faut les pro-
longer, ce qui est possible d’apre`s le the´ore`me 4-2, mais qui ne nous permet pas de
faire l’e´conomie du the´ore`me de Cartan-Kahler. De plus, il faut encore s’assurer
que l’aire des disques prolonge´s est uniforme´ment borne´; dans le cas inte´grable,
ceci est possible en utilisant quelques re´sultats e´le´mentaires sur la multiplicite´ des
applications holomorphes (au moins dans le cas d’une hypersurface alge´brique, voir
[7]), ce qui n’a pas d’e´quivalent dans le cadre non inte´grable.
Ne´anmoins, il nous semble inte´ressant de prouver s’il existe ou non un proce´de´
effectif de reconstruction de γ a` la limite, a` partir des γn, comme dans le cas
inte´grable (voir [7]). Enfin, il nous paraˆıt naturel d’envisager ces proble`mes en
dimension plus grande - dans un premier temps, sous l’hypothe`seM pseudoconvexe
-, la difficulte´ supple´-mentaire re´side dans le fait suivant : on ne peut appliquer tel
quel le re´sultat de Goldschmidt (the´ore`me 3-2, section 3)car les projections ne
sont plus surjectives, et donc le syste`me n’est plus formellement inte´grable (voir
de´finition 3-1).
Rappels et pre´liminaires
Soit D le disque unite´ de R2, u : D → R4, (x, y) → (u1(x, y), · · · , u4(x, y)), J
une structure presque complexe sur R4, J0 la structure complexe standard sur R
2,
on veut re´soudre le syste`me diffe´rentiel, E, au voisinage de ze´ro, suivant :{
dρu(x,y)odu(x,y) = 0
du(x,y)J0 − J(u(x, y))du(x,y) = 0.
Soit Jk0 l’espace des k-jets en 0 ; on associe a` E le sous-espace ε de J
1
0 de´fini par :
θ ∈ ε si et seulement si θ ve´rifie E en 0. On conside`re e´galement les prolongements
de E, Ek ∀k ≥ 0 (voir [4], P.137-140), obtenus par de´rivation d’ordre k de E :{
Dσ
(
dρu(x,y)odu(x,y)
)
= 0
Dσ
(
du(x,y) J0 − J(u(x, y))du(x,y)
)
= 0.
ou` σ = (σ1, σ2) avec |σ| ≤ k, et on leur associe ε
k, le sous-espace de Jk+10 des jets
qui ve´rifient Ek en 0.
Nous rappelons ici des re´sultats obtenus dans [1], dont nous aurons besoin par
la suite pour la de´monstration du the´ore`me 0-4 :
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Theorem 1.10. Conside`rons Lp,q : (R2n)p+q+1 → R, la forme de Levi d’ordre
p, q(voir [1], pour la de´finition pre´cise).
Alors les deux propositions suivantes sont e´quivalentes:
(1) Il existe un disque J-holomorphe, u, re´gulier tangent a` M en 0 a` l’ordre
k + 2.
(2) Il existe, X, champ de vecteur J-tangent a` M (ie une section re´gulie`re de
T J(M)) ve´rifiant : ∀ (p, q), p+q ≤ k−1, Lp,q
(
X(0), X.X(0), · · · , Xp+q+1(0)
)
= 0.
De plus, on peut choisir X tel que X(0) = ∂u
∂x
(0), · · · , Xk+1(0) = ∂
k+1u
∂xk+1
(0).
Definition 1.11. On de´finit la de´rive´e (p, q)-ie`me en 0 d’un champ de vecteurs X
sur R4,comme e´tant le vecteur X de´rive´ p-fois dans sa propre direction et q-fois
dans la direction JX
Dp,qX X(0) = (JX)
qXp ·X(0)
Definition 1.12. La collection de toutes les de´rive´es (p, q)-ie`me en 0,pour 0 ≤
p+ q ≤ k, d’un champ de vecteurs X sur R4 est appele´e son jet d’ordre k et note´
par jk0 (X). Ceci de´finie une application{
jk0 : Γ(TR
4)→ Jk0 (R
4) = (R4)
(k+1)(k+2)
2
X → (X(0), . . . , Dp,qX X(0), . . . , D
0,k
X X(0))
et le jet ξ ∈ Jk0 (R
4) est dit re´alisable s’il appartient a` Jk0 (M) := j
k
0 (Γ(T
JM).
Proposition 1.13. Soit ξ ∈ Jk+10 (R
4). On note [ξ]k sa J
k
0 (R
4)-composante et
(ξk+1,0, · · · , ξp,q, · · · , ξ0,k+1)
sa partie homoge`ne d’ordre k + 1. Alors
∃X ∈ Γ(T JM), jk+10 (X) = ξ
si et seulement si{
∃X1 ∈ Γ(T
JM), jk0 (X1) = [ξ]k
∀ (p, q), p+ q = k + 1, ξp,q − [j
k+1
0 (X1)]p,q ∈ T
J
0 M.
Autrement dit, si ξ est un k + 1-jet re´alisable, les composantes N et JN de
sa partie homoge`ne de degre´s k + 1, ou` N est le vecteur normal a` M en 0, sont
entie`rement de´termine´es par son jet d’ordre k; mais les composantes J-tangentes
(toujours de la partie homoge`ne d’ordre k + 1) sont totalement libres.
Corollaire 1.14. Soit u un disque J-holomorphe re´gulier au voisinage de 0. Alors
u est tangent a` M en 0 a` l’ordre k + 2(soit ρ(u(z)) = 0(zk+2))si et seulement si
son jet d’ordre k + 1 est re´alisable.
2. Prolongement du jet d’un disque tangent a` M a` l’ordre k + 2
Proposition 2.1. Soient 0 un point de type infini et εk+1, pour tout k ≥ 0, le
prolongement d’ordre k + 1 du syste`me diffe´rentiel E. Alors la projection πk :
ǫk+1 → ǫk est surjective pour tout k ≥ 0.
Preuve de la proposition 1-1 : Soit u un disque J-holomorphe avec un ordre de
contact k+2 avecM ; montrer que πk est surjective revient a` prouver l’existence de
v, un disque J-holomorphe qui lui tangente a` l’ordre k+3, avec Jk+10 (u) = J
k+1
0 (v).
On sait qu’il existe ω, et donc Jk+20 (ω), tel que ω a` un ordre de contact k + 3 avec
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M ; d’apre`s le the´ore`me 0-10, on a par conse´quent,
Lp,q
(
ω(0),
∂ω
∂x
(0), · · · ,
∂p+q+1ω
∂xp+q+1
(0)
)
= 0,
∀p+ q ≤ k. Si φ est une fonction holomorphe au voisinage de 0 avec φ(0) = 0, alors
ωoφ a e´galement un ordre de contact k+3 avec M , et donc pour tout Y un champ
de vecteurs J-tangent a`M de la forme (α+βJ)Xω(ou` Xω est un champ de vecteurs
associe´ a` ω par le the´ore`me 0-10, et α, β sont des fonctions re´elles re´gulie`res ), nous
avons : ∀(p, q) avec p + q ≤ k, Lp,q(Y )(0) = 0. Remarquons que dimC(T
J) = 1,
et donc Xu = (α˜ + β˜J)Xω, ce qui entraˆıne, d’apre`s ce qui pre´ce`de, ∀(p, q) avec
p + q ≤ k, Lp,q(Xu)(0) = 0. A nouveau, le the´ore`me 0-10 prouve l’existence d’un
disque, v, J-holomorphe ayant un ordre de contact k + 3 avec M en 0; de plus,
Jk+10 (v) = J
k+1
0 (u) et
∂k+2v
∂xk+2
(0) = Xk+2u (0).
3. Symbole d’un syste`me diffe´rentiel
Pour une description plus de´taille´, on pourra consulter [4] et [5]. Afin d’e´viter
des notations un peu lourdes, nous nous contentons ici de rappeler uniquement ce
dont nous aurons besoin. Conside´rons un syste`me d’ordre 1 de´fini par :
Fl(x, y, ui(x, y), ∂1ui, ∂2ui) = 0, ∀l ∈ {1 · · · ,m}.
Pour k ≥ 1, on de´finit le symbole de εk, gk, qui a` θ ∈ εk associe l’espace vectoriel
gk(θ) :=
{
(ζk+1,0, · · · , ζp,q, · · · , ζ0,k+1)/
∑
i
ζip+1,q−1∂
i
1Fl(θ)ζ
i
p−1,q+1∂
i
2Fl(θ) = 0
}
.
Ici, nous devons pre´ciser que nous conside´rons F comme une fonction des variables
inde´pendantes (x, y, ui, p
i
1, p
i
2), et ∂
i
1Fl, ∂
i
2Fl signifient respectivement
∂Fl
∂pi1
, ∂Fl
∂pi2
. Il
est clair que gk(θ) est entie`rement de´termine´ par la partie homoge`ne d’ordre 1 de
θ; pour cette raison, on conside`re θ ∈ ε → gk(θ). Dans notre cas, nous savons
(voir section pre´ce`dente) que les projections πk : ε
k+1 → εk sont surjectives, ce qui
entraˆıne que gk(θ) (pour θ ∈ ε) peut eˆtre de´crit de la manie`re suivante :
gk(θ) :=
{(
(T1 − T2)k+1,0, · · · , (T1 − T2)p,q, · · · , (T1 − T2)0,k+1
)}
ou` (T1, T2) ∈ ε
k × εk, Jk0 (T1) = J
k
0 (T2) et J
1
0 (T1) = J
1
0 (T2) = θ
et (
(T1 − T2)k+1,0, · · · , (T1 − T2)p,q, · · · , (T1 − T2)0,k+1
)
de´signe la partie homoge`ne d’ordre k+1 de T1−T2. D’apre`s le corollaire 0-14, ceci
signifie que T1 et T2 sont des jets d’ordre k+1 re´alisables ayant la meˆme composante
d’ordre k, nous pouvons appliquer alors la proposition 0-13 : la partie homoge`ne de
T1−T2 ∈ (T
jM)k+1. Nous venons donc de montrer (θ, gk(θ)) est un fibre´ vectoriel
de fibre (T JM)k+1 au dessus de ε.
4. Preuve du the´ore`me 0-4
Nous avons R4 muni d’une structure presque complexe J de´pendant analytique-
ment du point base et M une hypersurface re´elle analytique, par conse´quent,le
syste`me E de la partie 1 est a` coefficients analytiques ; de plus d’apre`s [5], E
ve´rifie:
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Definition 4.1. On dit qu’un syste`me diffe´rentiel E est formellement inte´grable si
et seulement si (θ, gk+1(θ)) est un fibre´ vectoriel pour tout k ≥ 0 au dessus de ε et
si de plus l’ope´rateur de restriction πk : ε
k+1 → εk est surjectif.
Theorem 4.2. Soit E un syste`me diffe´rentiel analytique formellement inte´grable,
alors pour tout θ ∈ εk, il existe une solution analytique, u de E, telle que Jk+10 (u) =
θ.
Preuve du the´ore`me 0-4 : le point 0 est un point de type infini ce qui entraˆıne
la formelle inte´grabilite´ du syste`me E, d’apre`s les parties 1 et 2 ; le the´ore`me 0-4
est alors la conse´quence directe du the´ore`me 3-2.
Remarque 4.3. Il est clair que meˆme si l’hypersurface et la structure sont seule-
ment de classe C∞, le syste`me E reste formellement inte´grable.
5. Preuve du the´ore`me 0-7
Dans cette partie, on convient de noter par une majuscule l’image ge´ome´trique
d’un disque et par une minuscule le disque proprement dit.
Nous allons commencer par de´finir le prolongement d’un disque J-holomorphe:
Definition 5.1. Soit u : D → R4, 0 → 0 un germe de disque J-holomorphe dont
l’image est incluse dans Ω, un voisinage ouvert de 0 dans R4; on dit que u admet
un prolongement a` Ω ou se prolonge a` Ω, s’il existe w une courbe J-holomorphe
ferme´e dans Ω dont l’image W contient U , l’image de u.
Commencons par de´montrer le the´ore`me suivant:
Theorem 5.2. Soit 0 ∈ M une hypersurface re´elle analytique de R4 de´finie sur
Ω; soit u un germe de disque J-holomorphe,re´gulier, passant par 0 et contenu dans
M . Alors, si M n’est pas feuillete´e en courbe J-holomorphe, u se prolonge a` Ω en
une courbe re´gulie`re J-holomorphe.
Preuve du the´ore`me 4-2:
Soit x0 ∈ U , on va montrer que u se prolonge en une courbe J-holomorphe au
voisinage de x0. Conside´rons, X un champ de vecteurs J-tangent a` M au voisinage
de x0 et Lζ(X(ζ), X(ζ)) := Lζ la forme de levi en ζ ∈ M applique´e au vecteur
J-tangent X(ζ). Clairement U ⊂ {Lζ(X(ζ), X(ζ)) = 0}; M n’e´tant pas feuil-
lete´e, {Lζ(X(ζ), X(ζ)) = 0} est de dimension 2, et U dans l’une des composantes
irre´ductibles de cet ensemble re´el analytique, disons {g(ζ) = 0} (g e´tant l’un des
facteurs irre´ductibles en x0 de Lζ);d’apre`s le corollaire 0-5, il existe u˜, un germe
de disque J-holomorphe en x0, dont l’image U˜ est contenue dans M ; nous allons
montrer qu’en fait U˜ ⊂ {g(ζ) = 0}. Nous avons vu dans la section 2, que si θ est un
germe de disque J-holomorphe en Y qui a un ordre de contact k+ 2 avec M , alors
on peut trouver un re-parame´trage, αθk tel que
∂i(θ(αθ
k
))
∂xi
(0) = X i(Y ), pour tout
i ≤ k. Soit k ∈ N quelconque et (xn) une suite de points de U qui tend vers x0, on
note uxn le germe de disque en xn de´fini par u; choisissons α
uxn
k un re-parame´trage
ayant la proprie´te´ ci-dessus; d’apre`s ce qui pre´ce`de, en passant a` la limite sur les jets
d’ordre k des disques uxn(α
uxn
k ), on obtient que le jet d’ordre k compatible, dont
les de´rive´es d’ordre infe´rieur a` k en x sont donne´es par X i(x0), annule a` l’ordre k la
fonction g. D’autre part, toujours en accord avec ce qui pre´ce`de, je peux trouver un
re-parame´trage αu˜k tel que
∂i(u˜(αu˜
k
))
∂xi
(0) = X i(x0), pour tout i ≤ k, ce qui entraˆıne
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g(u˜(αθk)) s’annule a` l’ordre k en x0, et par conse´quent g(u˜) e´galement. Je peux
effectuer cette ope´ration pour tout k, ce qui implique U˜ ⊂ {g = 0} et u se prolonge
en une courbe re´gulie`re au voisinage de x0.
En prolongeant de proche en proche de la manie`re pre´ce`dente,on obtient le
re´sultat en s’assurant ne´anmoins que si l’on revient en x0, le germe de disque
obtenu reste dans la meˆme composante irre´ductible de Lζ = 0, soit {g(ζ) = 0} ;
ceci est assure´ car le jet du disque en question (quitte a` re-parame´trer) est encore
donne´ par le jet d’ordre k compatible, dont les de´rive´es d’ordre infe´rieur a` k en x
sont les X i(x0), qui annule g, d’apre`s ce qui pre´ce`de.
A pre´sent, nous pouvons justifier l’affirmation suivante : (voir fin de la preuve
du corollaire 0-5)
Remarque 5.3. M ne peut contenir un germe de disque singulier en 0.
Si Lζ est identiquement nulle, alors M est feuillete´e en courbe re´gulie`re et
l’affirmation est e´tablie. Dans le cas contraire, {Lζ = 0} est de dimension 2 en
0; raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe u singulier en 0 dont l’image
U ⊂ M ; alors U ⊂ {g = 0} ou` {g = 0} est la composante irre´ductible de Lζ
qui contient U . Les points singuliers d’un disque J-holomorphe sont isole´s, ce qui
entraˆıne qu’il existe une suite (an) qui tend vers 0 avec u qui est un germe de
disque re´gulier en an; la preuve du the´ore`me 4-2 prouve alors que {g = 0} contient
un germe de disque re´gulier en 0 et donc, est une varie´te´ re´elle analytique de di-
mension 2 au voisinage de 0, ce qui implique que u est re´gulier en 0. Nous avons
e´galement une version globale de cette affirmation :
Remarque 5.4. M ne peut contenir une courbe J-holomorphe singulie`re (atten-
tion, M pourrait contenir des courbes singulie`res sans contenir de germes de disques
singuliers : il suffit que les composantes irre´ductibles de la courbe en un point mul-
tiple soient des disques re´guliers).
En effet, supposons qu’il existe C une courbe singulie`re dansM , alors C contient
un germe de disque re´gulier qui est lui-meˆme contenu dans une courbe re´gulie`re,
C
′
,d’apre`s le the´ore`me 4-2; mais alors C et C
′
sont identiques, et donc C n’a pas
de singularite´s. Remarques :
Supposons que M soit une hypersurface re´elle analytique plonge´e(pas force´ment
compacte)dans une varie´te´ de dimension 4. Alors si M est non feuillete´e, la preuve
du the´ore`me 4-2 entraˆıne que tout germe de disque inclu dansM se prolonge en une
courbe ferme´e dansM . Maintenant siM est feuillete´e et simplement connexe, alors
le germe de disque se prolonge par l’une des feuilles, mais toutes les feuilles d’un
feuilletage transversalement re´el analytique sont ferme´es([9], chapitre 6), et donc
le germe se prolonge en une courbe ferme´e e´galement. On a prouve´ la proposition
suivante :
Proposition 5.5. Soit M une hypersurface d’ une varie´te´ presque complexe (V, J).
Si M est simplement connexe, alors tout germe de disque contenu dans M se pro-
longe en une courbe ferme´e dans M
Fin de la preuve du the´ore`me 0-7
Si M n’est pas feuillete´e, la preuve du the´ore`me 4-2 assure que U ⊂ C avec c
une courbe ferme´e re´gulie`re dans M , ce qui entraˆıne que C est compacte sans bord.
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D’un coˆte´ - J et ω e´tant adapte´es -
∫
C
ω ≥ 0 et de l’autre
∫
C
ω =
∫
C
dξ = 0 en
utilisant la formule de Stokes; ce qui fournit une contradiction.
6. Preuve du the´ore`me 0-9
Nous allons reproduire l’argument de A.Glutsyuk (voir aussi [3]). D’apre`s le
The´ore`me 0-7, il suffit de montrer que M n’est pas feuillete´e. Supposons que ce
soit le cas :
le feuilletage ne de´pend que de la structure J sur une boule contenant M car
M est compacte. Construisons J˜ une structure presque complexe sur CP 2 adapte´e
a` ω0 telle que: J˜ est la structure donne´e sur cette boule et J˜ = J0, la structure
complexe habituelle sur l’hyperplan a` l’infini (la nouvelle structure n’est peut eˆtre
pas re´elle analytique mais on peut le faire dans la cate´gorie C∞, ce qui suffit pour
ce qui suit).
Soit Ω, l’ensemble des courbes rationnelles J˜-holomorphes rencontrant T J˜M et
homologues a` une droite projective CP 1 ⊂ CP 2(les courbes J˜-holomorphes homo-
logues a` CP 1 ⊂ CP 2 sont appele´es les J˜-droites); montrons que Ω est ouvert et
ferme´ dans l’espace des J˜-droites.
1)Ω ferme´: soit DN une suite de droites rencontrant T
J˜M avec DN qui tend
vers D, et aN une suite de points de M tels que DN rencontre T
J˜M en aN ; si a
une valeur d’adhe´rence de la suite aN (M est compacte), alors a ∈ D et donc D
rencontre T J˜M en a.
2)Ω est ouvert : soit D0 une droite de Ω et a un point de M tel que D0 rencontre
T J˜M en a. Fa, la feuille passant par a, est ferme´e dans une boule suffisamment pe-
tite autour de a. Si D est une petite perturbation de D0 alors l’indice d’intersection
en a, de Fa et D, est le meˆme que celui de D0 et Fa, donc strictement positif, ce
qui entraˆıne : D rencontre le feuilletage et Ω est ouvert.
D’apre`s un re´sultat de Gromov ([6]), par deux points distincts de CP 2, il passe
une unique J˜-droite; de plus, si l’on note D(a, b) la droite passant par (a, b) ∈
CP 2 × CP 2, l’application (a, b) → D(a, b) est re´gulie`re et donc l’ensemble des J˜-
droites est connexe. Par conse´quent, Ω est l’ ensemble des J˜-droites , ce qui produit
une contradiction car la J˜ droite a` l’infini ne rencontre pas T J˜M ,M e´tant compacte
dans C2 et J˜ = J0 a` l’infini.
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